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摘要 
矩阵的完成问题有许多的应用背景，比如在地震重构、统计和物理中的
一些数据处理方法、以及电子工程的系统理论研究等方面，矩阵的完成问
题都发挥了重要的作用。同时，矩阵完成问题也为在数学上了解矩阵结构
提供了一个很自然的工具。 
近年来，国内外一些学者，如C.R.J0HNS0N，W.BARRETT,P.Tarazaga，           
R.L.Smith等人对矩阵的完成问题做了大量的研究工作。研究的主要内容包
括正定矩阵的完成问题，M阵的完成问题，逆M阵的完成问题，行列式的最
大完成问题，指定秩的完成问题等等。在正定矩阵的完成问题上，又涉及
到许多特殊情况的正定完成，例如子空间上的正定完成，已知元构成简单
圈的正定完成等等。 
2T本文讨论部分2T oeplitz2T正定阵的2T oeplitz2T正定完成问题，证明了一 个
部分正定2T oeplitz2T模式存在正定2T oeplitz2T完成的充分必要条件是已知元所
在对角线的标号成等差数列。这个结论和2TC.R.Johnson于Matrix completion 
problems2T一文中提出的猜想一致2T。 
关键词：弦图、部分正定阵、部分正定阵的完成、Toeplitz矩阵。 
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第一章一些概念和已有结果
第一节：基本概念
某一类的部分矩阵能否完成为该类的矩阵，是一个涉及面比较 
广的问题 . 研究的对象有对称正定阵的模式完成[1] ， M 阵的模式 
完成 [2] ，逆 M 阵的模式完成 [3 ] ，P 阵的模式完成 [4] 等等.本文讨 
论的是Toeplitz正定阵的模式完成问题 . 为后面讨论问题的方便， 
先引入一些基本的概念 .
1 、部分阵及其完成
如果一个矩阵A ，它的一部分元素已知，一部分元素未知，则 
称 A 为是一个部分阵 . 例如：
就是有理数域上的一个部分阵 . 其 中 （ 4 0 . 5 )是部分阵A 的已知
子阵，? 代表未知元 . 在没有特别说明的情况下，本文讨论的都是 
实数域 .
若 A 是实的部分方阵，叫 是 A 的已知元时， a j i也是 A 的已知 
元，而且 &  = % ，则称 A 是一个部分对称阵 .
部分阵的完成问题通常是指：属于某一类的部分阵能否通过（从 
某个集合中）选取未知元，使这个部分阵完成为该类矩阵 . 比如， 
设 A 是一个部分对称正定阵（部分正定阵的主对角线上的元素一 
般都假定是已知的，下同），那么 A 的已知元所能构成的主子阵也 
应是对称正定的 . 如果存在一个与A 同阶的对称正定阵B ，当 a{j 
是 A 的已知元时• ^  = a,,, 则称 A 有正定完成.若不存在这样的
对称正定的矩阵B ，则称 A 没有正定完成 .
2 、 对角线及Toeplitz完成
设 A = (a& )是一个 n 阶方阵，我们把A 中下标满足卜- j| = 的 
元 素 ( ~ ) 所在的位置称为A 的第 k 对角线，这样主对角线就是第
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0 对角线，而其第 k 对角线就有对称的两条 . 如果 A 在各条对角 
线上的元素相等，则称 A 为 Toeplitz阵 .若 A —些对角线上的元 
素已知，一些对角线上的元素未知，则称为部分 toep litz阵.进一 
步，如果 A 是对称的，且已知的主子阵是正定的，则称 A 为部分 
正定 T oeplitz阵. 例如s
就是一个三阶的部分正定T oeplitz阵. 因为 A 是一个对称的部分 
T oep litz阵且由A 的已知元所能构成的二阶主子阵：
是正定的 . 这里和以后，由 A 的第 行和列构成的主
子阵记为邓 ^ “ &… , # 这个 A 有 Toeplitz正定完成，事实上， 
由于
是一个正定Toeplitz阵，所以B 就是 A 的一个Toeplitz正定完成.
3 、矩阵模式和图
对一个方阵，指定一些对称位置，如果这些位置上的元素确定 
后构成的任意一个部分正定阵都有正定完成.则称该模式有正定完 
成。否则称该模式无正定完成。在一般情况下，考虑@完成问题是指 
模式的完成 . 后面我们将用 toeplitzih山，& … , tk)表示第 
对角线上的元素已知，其它对角线上的元素未知的T oeplitz矩阵 
_ 式 .
为了描述矩阵的模式问题，我们引入和对称矩阵相关联的无向 
图，并把它称为对应模式的特征图 . 对一个N 阶部分方阵A,它的 
图有 N 个 （节 ）点 1，2，3，••…，N，如果点 a #  + j ) 已知，则连接点
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i 和 点 ），得到该图的一条边•这样一个部分对称矩阵就和一个无 
向图相对应. 在图论中，对图的每条边可以赋以一个实数，称为该 
边的权• 在本文讨论的问题中，把连接点 i 和点 j 的边的权取为：
卜• - 儿
在一个无向图当中，如果两个点有边直接相连，就称这两个点 
是相邻的 . 一些点依次相连，则把这些点连同他们之间依次相连的 
边合称为路 . 如果路的起点和终点重合则称为圈•如果一个圈刚好 
把平面分为两个部分，就称为简单圈 .
图 1 : 路、圈、简单圈 
如果一个图中不存在边大于等于4 的简单圈，称这个图为弦图， 
否则称为无弦图，图一中的简单圈就是一个无弦图.如果一个图中 
任意两顶点都有边直接相连，则称这个图为完全图 .
第二节：已有结果
]
下面的定理是我们主要结果的基础，假定以下讨论的是实数域 
上的对称正定，且部分正定阵的主对角线是已知的•（如果主对角 
线未知，那么只要对角线元素取足够大显然就可以找到正定完成， 
所以这种情况不需要加以讨论 )•
定 理 1 .1 [5 ] ：若 B 为一如下形式的部分正定阵，则有正定完成
6 ATCa
6T?
其中 a，d 为一数， b，c 为向量， A 为一方阵，？为未知元 .
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定 理 1 .2[叶部分正定模式有正定完成的充要条件是该部分正定 
模式的特征图是弦图 .
定理 1 .3 [ 6 ] :如果 n > 4 a n d  6,(f) e [0，丌] . 那么
C
1 cos8 
cosO 1 cos 9
cos 9 1
COS(f)
? * • • • • • COS0
coscj) cos 6 1
有半正定完成的充要条件是
4> < (n -  1)9 < (n -  2)tt + ( j ) 若 n 是偶数 
(f) < (n -  1)9 < (n -  l)n  -  ( j ) 若 n 是奇数 
本文的主要结果为如下定理：
部分 T oeplitz正定模式有Toeplitz正定完成的充要条件是模式 
中对角线的标号成等差数列 .
在下面的两章中，我们将对主要结果中的充分性和必要性分别 
进行证明 .
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第二章： Toeplitz正定完成的充分条件
第一节：两个反例
本章我们讨论部分Toeplitz正定模式有Toeplitz正定完成的充 
分条件，即任意一个部分Toeplitz正定阵有Toeplitz正定完成的 
充分条件。先说明两;
1 、不是任意一个部分正定阵都有正定完成 .
COS 5  ? COS 字 \O 41 cos |  ?
COS |  1 COS |
? COS |  1 j
容易看出， H 是一个部分正定阵• 但由于 f  > 3  x f ,根据定理 
1.3，H 不存在半正定完成，当然也就没有正定完成。
2 、一个部分 T oeplitz正定阵有正定完成不一定就有Toeplitz 
正定完成 .
例 2 ：
/  1 ? -0.9 0 . 9 〉
R  _  ? 1 ? -0.9= -0.9 ? 1 ?
、0.9 一 0.9 ? 1 )
\  cos 苧
不难验证， H 是一个部分Toeplitz正定矩阵，由于 H 的特征 
图是弦图，所以 H 有正定完成.假设厦
门
大
学
博
硕
士
论
文
摘
要
库
是 H 的一个正定Toeplitz完成，则 C [l,2 ,3 ]和 C [l，3，4]应为正定 
阵《 根据 de t (C {1 ^3 ) )  > 0 和 de t (C[1^4} )  > 0 可分别求得•
2 1x < ——, —1 〈 x 〈 —0.62
这两个不等式没有交集，所以不能找到X 使 c 为一正定阵，即部 
分 T oeplitz正定矩阵H 的 Toeplitz正定完成不存在 .
第二节：充分条件
定理 2 . 1  ：部分 Toeplitz 正定模式 toeplitz(l，2，3,...,k) (k；n, n 为 
部分矩阵的阶数）有 Toeplitz正定完成 .
证明：令
A
是一个部分n 阶 Toeplitz正定矩阵 . 根据定义有A 的已知主子阵 
为正定阵，所 以 A [l，2,3,...，k + 1 ]是一个部分正定阵，根据定理 1 . 1  
得， A [l，2 ，3 ,."，k + 1 ] 有正定完成 . 不妨设可以用叫+1来完成未知 
元，使得 A [l,2 ,3，...，k + 1 ]完成为一个正定阵. 注意到A [l，2，3，...,k+1] 
和 A[2,3,…，k + 1 ，k + 2 ] _ 去未知元是完全一致的，所以可以用ak+1 
来完成 ak+2,2 和 a2、k+2 处的未知元。依次类推，就可以完成第k 对 
角线 . 此时得到的方阵显然还是一个部分Toeplitz正定阵，用同样 
的办法继续完成剩下的对角线，就可以得到该部分T oeplitz正定 
矩阵的 T oeplitz正定完成 .
由于矩阵的完成问题和图的关系比较大，所以我们不妨看看该 
模式下对应的特征图的特点. 把该图作出来为
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1 2 3 k k+1 k+2 n~l . n
图 2: to e p litz (l52 ,3v . . k - l )的特征图
图中任意两点 i 和 j 有边直接相连当且仅当点 i 和 j 满足卩一j| < 
k . 证明中的完成过程就是先连接卜• - j| = k 的点，然后连接所;^ 
| i - j \  = k + l 的点这样的一个连续的过程•
定理 2 . 2 ：部分 Toeplitz 正定模式 Toeplitz(t,2t，3t，...，kt) (kt < n <  
(fc + 1 )0 有 Toeplitz正定完成 .
证明：先可以作出矩阵模式Toeplitz(t，2 t，3 t，...,kt)对应的特征图如 
下：
图 3: toeplitz(t,2t，3t，...kt) 的特征图
容易得到，该特征图是 t 个完全图的和集，所以该特征图是弦 
图，因而 Toeplitz(t，2 t,3 t v ..，k t )有正定完成.下面进一步说明它有 
Teoplitz正定完成 . 将原矩阵对应第一个完全图的元素保持不变， 
其它元素都取为零，可以得到一个和原矩阵第一个完全图同阶的 
矩阵 4 ，由于 A 是部分正定的，所以有禹是半正定的，且有对应 
第一个完全图的主子式是正定的•同样可以得到和原矩阵同阶的 
半正定方阵^i, A 2, A3 , … ，At.
令 5  = A  +  A2 + A3 + A4, … + At, 显然， B 是半正定的.由于 
和 A 相比较刚好把所有的未知元都取为零元，所以 B 是 Toeplitz 
的.
下证 B 是正定的 .
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如果存在某个向量A 使 得 xTBx  = 0，则 有 二  0. 根据 
A {l,t  + l^  + 2 ,.*-,H  + l } 是 ▲ 的正定主子式得：1^ = t^+l = ^2t+l = • • • = X kt+i = 0
同理可得
Xi =  x t+i =  x 2t+i =  . •. =  x kt+i =  0,' - ' ,  x t =  x 2t =  x3t =  • • • =  xkt =  0
所以有向量 $ =  0 . 所以 B 是 T oeplitz正定矩阵.即存在部分 
T oeplitz正定阵 A 的 Toeplitz正定完成 .
定理 2.3 ：部分 Toeplitz 正定模式 toeplitz(t，2t，3t,4t，...,kt) (kt < n) 
有 T opelitz正定完成 .
证明：如 果 (k + l)t  > n，则就是定理2 .2 ,若 (k + l ) t < n 不妨假设
、• ^kt •• •• 以 1 j
由于A 是一个部分Toeplitz正定阵，所以A[l, t+1，2t+l, • • •, kt+1] 
是一.个 T oeplitz正定阵• 同样， 邓 + 1，2尤+ 1 ,… ，(fc + l)t  + 1]也是 
一个 Toeplitz 正定阵，所以 A[l, t  + 1,2Z + 1 ,… ，(A; + 1)Z + 1]是一个 
部 分 T oeplitz正定阵，且只有左下角和右上角两个元是未知元 .
根据定理 1 .1得，可 以 找 到 用 来 完 成  fll,( +^l)t+l 和 a(k+l)t+l,l* 
注意到 A[2，尤+2,2^+2, • •., (k+l)t+2] = A[1，Z+1,2 ^ + 1 , ,  (A;+l)^+l].所 
以叫a：+i>也可以用来完成部分Toeplitz正定阵A[2, ^ +2,2^+2,… ，(k+1)尤 +  2].
依此类推，就可以先完成第 (fc + l)Z条对角线，使得完成后的矩 
阵依旧是一个部分Toeplitz正定阵• 继续同样的方法，就可以得到 
小于等于n 的所有的 t 的倍数的对角线. 根据定理四，则所得到的
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矩阵有Toeplitz正定完成，所以原部分Toeplitz正定阵有Toeplitz 
正定完成。
从图的角度出发则相当于对应特征图分成 t 个部分，每个部分 
和定理三的图类似_ 先把每个部分完成为完全图•就变为定理四的 
图的形式，然后根据定理四可以找到Toeplitz正定完成 .
根据以上结论可以得出，任意一个部分Toeplitz正定阵，如果 
它的对角线呈等差数列，则它必有 T oeplitz正定完成.反过来考 
虑，一个部分 T oeplitz正定模式，要任意一个符合该模式的部分 
Toeplitz正定阵都有正定完成，是否就是它的已知元素所在对角线 
的标号成等差数列？
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第三章： Toeplitz正定完成的必要条件
第一节s 简单情形
任何一个部分Toeplitz正定阵，由于可以通过简单的数乘变换 
把对角线元化为1, 所以不妨假设要讨论的部分Toeplitz正定矩阵 
的主对角线元素为1. 如果主对角线未知，显然可以把主对角线取 
得足够大来保证有正定完成，所以始终把对角线看成已知. 先看 
n=3 , 4 时的模式 .
n = 3 时，部分 Toeplitz正定模式只有两种•
根据定理2.2，显然它们都有Toeplitz正定完成• 
n = 4 时，部分 Toeplitz正定模式有六种：
a
a 1
a aI X
a
根据定理2. 3 可得， 四种部分T oeplitz正定模式都 
有 Toeplitz正定完成 . 对于 A5, 它的特征图是一个无弦图，没有正 
定完成，也就没有Toeplitz正定完成 . 但比较有意思的是，我们有 
命题：如 果 A5 有正定完成，则它也有Toeplitz正定完成 .
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证明：设 ^5 有正定完成 s 5
(丄 a  x  、
丑5 = a 1 a y x a 1 a\  b y a I J
则有
令
a 1 a y D a 1 a xtj\ —  1 tj2 — -Ix a I a y a I a
根据假设，有汉是正定阵，而 B2 可以通过合同变换化为Bu 所以 
B 2 也是正定阵，这就可以得出B 是 Toeplitz正定矩阵 .
对于 A6，假设它有Toeplitz正定完成
则根据如 (5 6[1,2，3]) > 0 和 de t ( Be [ l ^A} )  > 0 得：
① x2 < 爭 ,② 卜  ab\ < V ( l - a 2)(l 一  沪)
满足这两个不等式的x 不一定存在，比如取 a = -0.9 , b = 0 .9就 
是 2. 1 节中的反例2.
第二节：必要条件
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先给出双三路 ( ) 的定义，对于部分 toeplitz矩阵 toeplitz {0, t1, t 2, t3, 
把它分成6个块 . 第一个块由 ;^ l ，h + 1,26 + 1 , . . .构成，第二个块 
由点 2, 1^ + 2 ,2ti + 2 , . .构成，第二个块由点3, 1^ + 3 ,2ti + 3,...构成 
… . 若存在一边数为3 的一条路 . 首尾两条边的权为h 且位于不 
同的分块，中 间 这 条 边 的 权 为 h 的倍数，而且这条路中的四个 
点除了有这三条边直接相连外，没其他的边直接相连，我们就把这 
样的路称为双三路 .
引理一:若部分T oep litz正定模式中包含双三路，则该模式无Toeplitz 
正定完成 .
证明：如果模式中包含双三路，由于 3 .1节中 A6模式刚好是一条 
双三路，所以此时模式中必包含A6 子模式，而 A6 模式是没有正 
定 T o e p litz完成的，子模式没有正定T o ep litz完成，则该模式也 
无正定 T o ep litz完成•
引理二：若 h  = 1 ,则部分 toep litz矩阵： toeplitz(Q, fci, &2，k3, … ，kt) 
的特征图为弦图必须有  = z, z = 1 , 2 , t.
证明：反证：假 设 h  = 1，2, …，j  -  l(j  < t ) , 而 kj > j . 取 点 1 
到点卜+ 1个点，连接所有权为1，2，3彳心- 1 ，~ 的边，得到图如下：
1 2 3 4 J J+1 Kj +1
图 5 toeplitz(l，2，3, ..j — 1 ,0)的特征图
分析该图，取出点 1,2，j  + l , k j  + 1 四点观察，由于点1 和点 j+1  
之间的边若存在则权为 j , 所以该边不存在，同样道理，点 2 和点 
kj + 1 之间的边若存在则权为^  -  1 ,所以也无边相连 .
a )若点 j + 1 和点 kj + 1 之间有边相连，则 I，2, j  + 1，卜+ 1 四个点构 
成一边数为 4 的简单圈，图为无弦图•
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b ) 若点 j + l 和点 ^  + 1 之间无边相连•由于有边相连时尚且存在 
边数为 4 的一个简单圈，所以无边相连的时候必存在一边数大于 
等于 4 的简单圈 . 所以该图也是无弦图 .
这说明 k3 > j 时该部分阵的特征图为无弦图，要想为弦图，必须 
kj = j , 同样道理可得对任意 i i j 有 ki = i , 所以有 h  = i ,i =
定 理 2.4 ：部 分 Toeplitz正定模式有T oeplitz正定完成当且仅当 
该模式中已知对角线成等差数列 .
证明：设该模式为 toeplitz(ku k2，h ，… ，kt)，由于充分性已经在2 .1节 
中证明过，所以下面只要证必要性，即证部分正定Toeplitz模式 
toeplitz[ku k2，k3 kt)有 Toeplitz 正定完成时  ku k2，k3，. . 、kt 必须
成等差数列 . 我们分 h  = 1 和 h  > 1 两种情况进行讨论 . 
a)A；i = 1,要证 ki = i(i = 1,2, • • •, t).
根据定理 1 .2知，部分正定阵要有正定完成必须该部分正定阵的 
特征图是弦图，所以该模式的特征图要为弦图。又根据引理二知， 
部分正定T oeplitz阵的特征图要为弦图，在 & = 1 的情况下，必须 
有已知对角线标号连续。所以该模式必须满足h  = i(z = 1 ,2 , . . . ,t )  
即此时已知对角线标号为公差等于1 的等差数列 .> 1，证 k  = U kx(i = 1,2,… J ) 先作出该模式的特征图，和前面一 
样，将图按最小非零对角线分成6 个块 . 比如: 点 1 ,A '+ 1 , 2 4  + 1 ,… 
是第一个分块，点 2 ,私 + 2，2 / 4 + 2 ，… 是第二个分块 ..........
根据假设有已知对角线标号ki < k 2 < & < • • • <  kt• 若 1<2 不是 
h 的倍数，则 点 1，h  + 1，1<2 + 1，I<2 + 1 -  1<1及其相连边构成一双三 
路，因为若点 1 和 点 K 2 + 1 相连，或者点 h  + 1 和 点 I<2 +  1 -  K,
°    ♦%
"Kt+i ^ > n
图 6 toepl i t z{ku K 2，K 3” .” K t ) 的特征图
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